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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
(ÒÅÎÐÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ)

IV ñåìåñòð

ÒÈÏÎÂÎÉ ÐÀÑ×ÅÒ

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîæäåñòâà
|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2)?

2. Íàéòè îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè
α < arg(z − z0) < β (−π < α < β 6 π).

3. Íàéòè îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì |z| < arg z, åñëè 0 6 arg z <
2π.

4. Íàéòè îøèáêó â ðàññóæäåíèè, ïðèâîäÿùåì ê ïàðàäîêñó Áåðíóëëè:
(−z)2 = z2, ïîýòîìó 2 Ln(−z) = 2 Ln z, è ñëåäîâàòåëüíî,
Ln(−z) = Ln z.

5. Ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé a2α, (aα)2, (a2)α? Ðàññìîòðåòü
äëÿ a = α = i.

6. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 íàéòè îáðàçû ëèíèé y = c è |z| = R.
Êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî?

7. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = ez íàéòè îáðàç ëèíèè x = y è ïðîîáðàç
ëèíèè ρ = θ, 0 6 θ <∞ (ρ, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû).

8. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z̄ íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.
9. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = zRe z äèôôåðåíöèðóåìà òîëüêî â

òî÷êå z = 0, íàéòè f ′(0).

10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) =
√
|xy| â òî÷êå z = 0 âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, íî ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò.
11. Áóäóò ëè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèè |f(z)|, arg f(z), åñëè f(z) �

ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ?
12. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå (ëþáîãî ïîðÿäêà) ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ãàðìîíè÷åñêèìè.
13. Êàêàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ñæèìàåòñÿ, à êàêàÿ ðàñòÿãèâàåòñÿ, åñëè

îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ôóíêöèåé w = z2, w = 1/z, w = ez?
14. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) ðåãóëÿðíà â òî÷êå z = a, ïðè÷åì g(a) = b

è ôóíêöèÿ f(w) èìååò â òî÷êå w = b ïîëþñ ïîðÿäêà m. Äîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ F (z) = f(g(z)) èìååò â òî÷êå z = a ïîëþñ ïîðÿäêà mn, ãäå n �
ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè g(z)− b â òî÷êå z = a.

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) ðåãóëÿðíà â òî÷êå z = a è g(a) = b, à ôóíê-
öèÿ f(w) èìååò â òî÷êå w = b ñóùåñòâåííî îñîáóþ òî÷êó. Äîêàçàòü, ÷òî
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òî÷êà z = a � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (z) = f(g(z)).
16. Äëÿ êàêèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

f(z) =
A(z)

B(z)

òî÷êà∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé? Íåóñòðàíèìîé îñîáîé òî÷-
êîé? Êàêîâ òèï ýòîé îñîáîé òî÷êè?

17. Ïîñòðîèòü ïðèìåð ôóíêöèè, èìåþùåé â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè
òîëüêî ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå z = 0 è
ïðîñòîé ïîëþñ íà áåñêîíå÷íîñòè.

18. Ïîñòðîèòü ïðèìåð ôóíêöèè, èìåþùåé â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè
òîëüêî ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: 3 ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

19. Íàéòè îáùèé âèä ôóíêöèè, èìåþùåé â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè
òîëüêî ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: ïîëþñ ïîðÿäêà 2 â òî÷êå z = 0 è ïîëþñ
ïîðÿäêà 2 íà áåñêîíå÷íîñòè.

20. Íàéòè îáùèé âèä ôóíêöèè, èìåþùåé â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè
òîëüêî ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè: ïîëþñ ïîðÿäêà 2 íà áåñêîíå÷íîñòè.

21. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(z) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = a,
òî

lim
r→0

∫
|z−a|=r

f(z)dz

z − a
= 2πif(a).

Â ÷åì îòëè÷èå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îò èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè?
22. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

res
z=a

f(z) = − res
z=−a

f(z), åñëè f(z) � ÷åòíàÿ, è res
z=a

f(z) = res
z=−a

f(z), åñëè

f(z) � íå÷åòíàÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïèñàííûå âû÷åòû èìåþò ñìûñë.
23. Ïóñòü f(z) = g(az), ãäå a 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî

res
z=az0

f(z) =
1

a
res
z=z0

g(z).

24. Íàéòè res f(ϕ(z)), åñëè ϕ(z) ðåãóëÿðíà â òî÷êå a è ϕ′(z) 6= 0, à f(z)
èìååò â òî÷êå ϕ(a) ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âû÷åòîì, ðàâíûì A.

25. Äîêàçàòü, ÷òî ê èíòåãðàëó
∫
Γ

e−z
2

dz, âçÿòîìó ïî ãðàíèöå Γ ïîëó-

ïëîñêîñòè Im z > 0, òåîðåìà î âû÷åòàõ íåïðèìåíèìà.
26. Ñêîëüêî êîðíåé óðàâíåíèÿ z4 − 5z + 1 = 0 íàõîäèòñÿ â êðóãå

|z| < 1?
27. Ñêîëüêî êîðíåé óðàâíåíèÿ z4 − 5z + 1 = 0 íàõîäèòñÿ â êîëüöå

1 < |z| < 3?
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀÍÈß

Çàäà÷à 1. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé,
ïîêàçàòåëüíîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ.

N z N z

1
1

2
+ cos

( π
3

+ i ln 2
)

2
7

6
+ sin

( π
6

+ i ln 3
)

3 −5
√

3

7
− tg

( π
3
− i ln 3

2

)
4 −5

√
3

13
− ctg

( π
3
− i ln 3

2

)
5

1

2
√

3
− ch

(
ln 3 + i

π

6

)
6

7

4
√

3
− sh

(
ln 2 + i

π

6

)
7 1− th

( ln 3

4
+ i

5π

12

)
8

1

7
− cth

( ln 3

4
+ i

5π

12

)
9 − 1

4
√

2
+ cos

( π
4

+ i ln 4
)

10 −
√

2 + sin
( π

4
+ i ln 2

)
11 1− tg

( 3π

8
+ i

ln 2

4

)
12

3

5
− ctg

( 3π

8
+ i

ln 2

4

)
13

1

5
√

2
+ ch

(
ln 5− i 3π

4

)
14

3√
2

+ sh
(

ln 3− i 3π

4

)
15 −1

7
+ th

(
ln 2− i π

6

)
16 −27

13
+ cth

(
ln 2− i π

6

)
17 1 + cos

( 2π

3
− i ln 2

)
18

7

4
+ sin

( 5π

6
− i ln 4

)
19

1

7
√

3
− tg

( π

12
+ i

ln 3

4

)
20

1√
3
− ctg

( π

12
+ i

ln 3

4

)
21 − 1

12
− ch

(
ln 6 + i

2π

3

)
22 −1− sh

(
ln 2 + i

2π

3

)
23

3

13
− th

( ln 8

4
+ i

π

8

)
24

3

5
− cth

( ln 8

4
+ i

π

8

)
25

1

7
√

2
− ch

(
ln 7 + i

π

4

)
26

9√
2
− sin

( 3π

4
+ i ln 9

)
27 − 11

7
√

3
− tg

( π
6

+ i ln 2
)

28 −
√

3

13
− ctg

( π
6

+ i ln 2
)
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N z N z

29
9

7
− th

( ln 12

4
− i 5π

12

)
30

1

4
− sh

( ln 12

2
− i 5π

6

)
31

5

6
− ch

( ln 3

2
+ i

π

6

)
32

11

5
− tg

( 3π

8
+ i

ln 8

4

)
Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. Ïóñòü z1 =

ln 3

2
+ i

π

6
. Èìååì:

ch z1 =
ez1 + e−z1

2
.

Íàõîäèì ÷èñëà ez1 è e−z1:

ez1 = e
ln 3
2 + i π6 = e

ln 3
2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

=
√

3
( √3

2
+
i

2

)
=

3

2
+ i

√
3

2
;

e−z1 = e−
ln 3
2 − i

π
6 = e−

ln 3
2

[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
=

=
1√
3

( √3

2
− i

2

)
=

1

2
− i

2
√

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ch z1 =

( 3

2
+ i

√
3

2

)
+
( 1

2
− i

2
√

3

)
2

=

2 +
i√
3

2
= 1 +

i

2
√

3
.

Ïîýòîìó z =
5

6
− ch z1 = −1

6
− i

2
√

3
=

1

6
(−1− i

√
3 ).

Ìû çàïèñàëè ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
Íàõîäèì ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà z:

|z| = 1

6
|−1− i

√
3 | = 1

6
· 2 =

1

3
,

arg z = arg (−1− i
√

3 ) = −2π

3
.

Çàïèñûâàåì ÷èñëî z â ïîêàçàòåëüíîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ:

z =
1

3
ei
(
−2π

3

)
=

1

3

[
cos
(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)]
.
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Îòâåò: z = −1

6
− i

2
√

3
=

1

3
ei
(
−2π

3

)
=

1

3

[
cos
(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)]
.

Ðåøåíèå âàðèàíòà 32. Ïóñòü z1 =
3π

8
+ i

ln 8

4
. Èìååì:

tg z1 =
sin z1

cos z1
=
eiz1 − e−iz1

2i
· 2

eiz1 + e−iz1
= −i · e

iz1 − e−iz1
eiz1 + e−iz1

= −i · e
2iz1 − 1

e2iz1 + 1

(ìû óìíîæèëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà eiz1 è ó÷ëè, ÷òî
1

i
= −i).

Íàõîäèì ÷èñëî e2iz1:

e2iz1 = e−
ln 8
2 + i 3π

4 = e−
ln 8
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=

=
1

2
√

2

(
− 1√

2
+

i√
2

)
= −1

4
+
i

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

tg z1 = −i ·

(
−1

4
+
i

4

)
− 1(

−1

4
+
i

4

)
+ 1

= −i ·
−5

4
+
i

4
3

4
+
i

4

=
1 + 5i

3 + i
.

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íîå ê çíàìåíàòåëþ, òî åñòü íà 3− i:

tg z1 =
(1 + 5i)(3− i)
(3 + i)(3− i)

=
3 + 15i− i+ 5

9 + 1
=

4

5
+

7

5
i.

Ïîýòîìó z =
11

5
− tg z1 =

7

5
− 7

5
i =

7

5
(1− i).

Ìû çàïèñàëè ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå.
Íàõîäèì ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà z:

|z| = 7

5
|1− i| = 7

5
·
√

2 =
7
√

2

5
,

arg z = arg (1− i) = −π
4
.

Çàïèñûâàåì ÷èñëî z â ïîêàçàòåëüíîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ:

z =
7
√

2

5
ei
(
−π

4

)
=

7
√

2

5

[
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
.
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Îòâåò: z =
7

5
− 7

5
i =

7
√

2

5
ei
(
−π

4

)
=

7
√

2

5

[
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
.

Çàäà÷à 2. Â íå÷åòíûõ âàðèàíòàõ çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E. Â ÷åòíûõ âàðèàíòàõ ðåøèòü óðàâíåíèå è
çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âñå åãî ðåøåíèÿ.

N Ìíîæåñòâî E N Óðàâíåíèå

1 Arth
( 11 + 2i

√
3

7

)
2 (1− 4i

√
3 ) cth z = 3 + 2i

√
3

3 Arsh
( 1− 3i

2
√

2

)
4 7 ch z + 9 sh z = 1− 3i

√
3

5 Arcctg
( −12− i

5

)
6 (4− 7i) tg z = −3− 16i

7 Arcsin
( 3

4
i
)

8 3 cos z + i sin z = 3− i

9 Arcth
( 1 + 2i

√
3

13

)
10 (5− 8i

√
3 ) th z = 2− 13i

√
3

11 Arch
( 3
√

3 + i

4
√

2

)
12 11 ch z − 5 sh z = −9 + i

√
3

13 Arctg
( 4 + 5i

√
3

7
√

3

)
14 (8 + 11i

√
3 ) ctg z = 7

√
3− 28i

15 Arccos
( −3− i

2
√

2

)
16 6 cos z − 2i sin z = 3

√
3 + i

17 Arth
( 7− 6i

5

)
18 (1 + 30i) cth z = 11− 10i

19 Arsh
( 1− i

√
3

2

)
20 3 ch z − 5 sh z = −2− 2i

√
3

21 Arcctg
( 2
√

3− i
13

)
22 (5 + 16i

√
3 ) tg z = 12

√
3− 7i
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N Ìíîæåñòâî E N Óðàâíåíèå

23 Arcsin
( 3
√

3− i
4
√

2

)
24 2 cos z + 10i sin z =

√
3 + 9i

25 Arctg
( 3
√

3− 8i

7

)
26 (4 + 25i

√
3 ) th z = 24− 5i

√
3

27 Arch
( 5

12
i
)

28 9 ch z − 7 sh z = −6− 2i

29 Arccos
( −√3 + i

2

)
30 (3 + 11i) ctg z = 19 + 9i

31 Arcth
( 2− i

√
3

7

)
32 cos z + 7i sin z = 2

√
3− 6i

Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. Ìíîæåñòâî E = Arcth
( 2− i

√
3

7

)
ñîñòîèò

èç âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z òàêèõ, ÷òî

cth z =
2− i

√
3

7
. (∗)

Ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (∗).
Èìååì:

cth z =
ch z

sh z
=
ez + e−z

2
· 2

ez − e−z
=
ez + e−z

ez − e−z
=
e2z + 1

e2z − 1

(ìû óìíîæèëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ez).
Îáîçíà÷èì ÷èñëî e2z áóêâîé t. Ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

t+ 1

t− 1
=

2− i
√

3

7
.

Ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå:

7(t+ 1) = (2− i
√

3 )(t− 1);

7t+ 7 = (2− i
√

3 )t− 2 + i
√

3;

(5 + i
√

3 )t = −9 + i
√

3;
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t = −9− i
√

3

5 + i
√

3
.

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íîå ê çíàìåíàòåëþ, òî åñòü íà 5− i

√
3 :

t = −(9− i
√

3 )(5− i
√

3 )

(5 + i
√

3 )(5− i
√

3 )
= −45− 5i

√
3− 9i

√
3− 3

25 + 3
=

= −42− 14i
√

3

28
= −14(3− i

√
3 )

14 · 2
= −3

2
+ i

√
3

2
=

√
3

2
(−
√

3 + i).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

e2z = t =

√
3

2
(−
√

3 + i).

Íàõîäèì ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà t:

|t| =
√

3

2
|−
√

3 + i| =
√

3

2
· 2 =

√
3,

arg t = arg (−
√

3 + i) =
5π

6
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2z = (ln t)k = ln |t|+ i(arg t+ 2πk) =

= ln
√

3 + i
( 5π

6
+ 2πk

)
=

ln 3

2
+ i
( 5π

6
+ 2πk

)
, k ∈ Z.

Îòñþäà z =
ln 3

4
+ i
( 5π

12
+ πk

)
, k ∈ Z.

Îòâåò: E =
{ ln 3

4
+ i
( 5π

12
+ πk

) ∣∣∣ k ∈ Z
}
.

Ðåøåíèå âàðèàíòà 32. Èìååì:

eiz + e−iz

2
+ 7i · e

iz − e−iz

2i
= 2
√

3− 6i.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî eiz áóêâîé t. Òîãäà e−iz =
1

t
è ìû ïðèõîäèì ê óðàâ-

íåíèþ
1

2

(
t+

1

t

)
+

7

2

(
t− 1

t

)
= 2
√

3− 6i.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

4t2 − (2
√

3− 6i)t− 3 = 0. (∗)

Íàõîäèì äèñêðèìèíàíò:

D = (2
√

3− 6i)2 − 4 · 4 · (−3) = 12− 24i
√

3− 36 + 48 =

= 24− 24i
√

3 = 24(1− i
√

3 ).

Íàõîäèì ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà D:

|D| = 24 |1− i
√

3 | = 24 · 2 = 48,

argD = arg (1− i
√

3 ) = −π
3
.

Çàïèñûâàåì ÷èñëî D â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå: D = 48 ei
(
−π

3

)
.

Íàõîäèì ãëàâíîå çíà÷åíèå êîðíÿ 2-é ñòåïåíè èç ÷èñëà D:

(
√
D )0 =

√
48 ei

(
−π

6

)
= 4
√

3
[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
=

= 4
√

3
( √3

2
− i

2

)
= 6− 2i

√
3.

Íàõîäèì êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (∗):

t1 =
2
√

3− 6i+ (6− 2i
√

3 )

8
=

6 + 2
√

3− i(6 + 2
√

3 )

8
=

=
(6 + 2

√
3 )(1− i)
8

=
3 +
√

3

4
(1− i);

t2 =
2
√

3− 6i− (6− 2i
√

3 )

8
=
−(6− 2

√
3 )− i(6− 2

√
3 )

8
=

=
(6− 2

√
3 )(−1− i)
8

=
3−
√

3

4
(−1− i).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äâóì óðàâíåíèÿì:

eiz = t1 =
3 +
√

3

4
(1− i);

eiz = t2 =
3−
√

3

4
(−1− i).
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Íàõîäèì ìîäóëü è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñåë t1 è t2:

|t1| =
3 +
√

3

4
|1− i| = 3 +

√
3

4
·
√

2 =
3 +
√

3

2
√

2
,

arg t1 = arg (1− i) = −π
4

;

|t2| =
3−
√

3

4
|−1− i| = 3−

√
3

4
·
√

2 =
3−
√

3

2
√

2
,

arg t2 = arg (−1− i) = −3π

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

iz = (ln t1)k = ln |t1|+ i(arg t1 + 2πk) =

= ln
3 +
√

3

2
√

2
+ i
(
−π

4
+ 2πk

)
, k ∈ Z;

iz = (ln t2)k = ln |t2|+ i(arg t2 + 2πk) =

= ln
3−
√

3

2
√

2
+ i
(
−3π

4
+ 2πk

)
, k ∈ Z.

Îòñþäà z = −π
4

+ 2πk − i ln
3 +
√

3

2
√

2
, k ∈ Z; z = −3π

4
+ 2πk −

i ln
3−
√

3

2
√

2
, k ∈ Z (ìû óìíîæèëè îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ íà

1

i
= −i).

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî
3 +
√

3

2
√

2
áîëüøå 1, à ÷èñëî

3−
√

3

2
√

2
ìåíüøå 1. Ïî-

ýòîìó ln
3 +
√

3

2
√

2
> 0, ln

3−
√

3

2
√

2
< 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî ÿñíåå âèäíî,

÷òî ðåøåíèÿ âòîðîé ñåðèè èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ïðîèç-
âåäåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå:

ln
3−
√

3

2
√

2
= − ln

( 3−
√

3

2
√

2

)−1

= − ln
2
√

2

3−
√

3
=

= − ln
2
√

2 (3 +
√

3 )

(3−
√

3 )(3 +
√

3 )
= − ln

6
√

2 + 2
√

6

6
= − ln

√
6 +
√

2√
3

.

Îòâåò: z = −π
4

+ 2πk − i ln
3 +
√

3

2
√

2
, k ∈ Z; z = −3π

4
+ 2πk +

i ln

√
6 +
√

2√
3

, k ∈ Z.
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Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ∈ R ôóíê-
öèÿ u(x, y) (÷åòíûå âàðèàíòû) èëè v(x, y) (íå÷åòíûå âàðèàíòû) ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèòåëüíîé èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ìíèìîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé ðåãóëÿð-
íîé ôóíêöèè f(z). Âîññòàíîâèòü f(z).

N v(x, y) N u(x, y)

1 e−y(x cosx− y sin ax) 2 cos ay · chx

3 ex(y cos y + x sin ay) 4 e−2y cos ax

5 sin y ch ax 6 x sinx ch ay − y cosx sh y

7 y/(ax2 + y2) 8 x sinx ch y + y cosx sh ay

9 cos ax · ch(2y + 1) 10 1− eax sin y

11 sinx · ch ay 12 cosx · ch ay

13 2y/(3x2 − ay2) 14 e−y sinx+ ay

15 cosx · ch(y − a) 16 e−y cosx+ ax

17 sin ay · chx 18 x/(ax2 − y2)

19 3y/(2x2 − ay2) 20 sin ax · ch 3y

21 3y/(4x2 − ay2) 22 cos ax · sh(ay + 2)

23 sin 3y · sh ax 24 y/(2x2 + ay2)

25 sin 2ax · sh y 26 2x/(x2 + ay2)

27 x2 − (ay − 1)2 28 cos(ax+ 2) · ch y

29 ax2 + 4y2 30 ax2 − y2 − x
31 sin ax · sh y

Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. Åñëè v(x, y) åñòü ìíèìàÿ ÷àñòü àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè f(z), òî v(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

4v(x, y) = 0 ⇒ ∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.

Èìååì:

∂v

∂x
= a cos ax · sh y ⇒ ∂2v

∂x2
= −a2 sin ax · sh y;

∂v

∂y
= sin ax · ch y ⇒ ∂2v

∂y2
= sin ax · sh y.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= sin ax · sh y · (1− a2) = 0 ⇒ 1− a2 = 0 ⇒ a = ±1.

Èòàê, ïðè a = ±1 ôóíêöèÿ v(x, y) = sin ax · sh y åñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

1) Ïóñòü a = 1. Òîãäà v(x, y) = sinx · sh y. Íàéäåì äåéñòâèòåëüíóþ
÷àñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ãäå v(x, y) =
sinx · sh y. Ïîñêîëüêó u(x, y) è v(x, y) � ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå
ôóíêöèè, òî îíè ñâÿçàíû óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
⇔ ∂u

∂x
= sinx · ch y;

∂u

∂y
= −∂v

∂x
⇔ ∂u

∂y
= − cosx · sh y.

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ u(x, y) â âèäå:

u(x, y) =

∫
(sinx · ch y)dx+ ϕ(y).

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé x, à y âûïîëíÿåò
ðîëü ïàðàìåòðà; ϕ(y) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò y, íî íå îò x.

Èòàê,

u(x, y) =

∫
(sinx · ch y)dx+ ϕ(y) = − cosx · ch y + ϕ(y).

Äëÿ
∂u

∂y
èìååì:

∂u

∂y
= − cosx · sh y = − cosx · sh y + ϕ′(y) ⇒

⇒ − cosx·sh y = − cosx·sh y+ϕ′(y) ⇒ ϕ′(y) = 0 ⇒ ϕ(y) = const = C.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ u(x, y) èìååì: u(x, y) = − cosx · ch y + C.
Òîãäà

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = − cosx · ch y + C + i sinx · sh y =

= − cosx · cos iy+ sin x · sin iy+C = −(cosx · cos iy− sinx · sin iy) +C =

= − cos(x+ iy) + c = − cos z + C ⇒ f(z) = − cos z + C.

f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Çàìå÷àíèå. Ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè è
îáîçíà÷åíèÿìè: ch y = cos iy, sh y = −i sin y, z = x+ iy.

2) a = −1. Òîãäà v(x, y) = sin(−x) · sh y = − sinx · sh y. Ïðîâîäèì òå
æå âûêëàäêè, ÷òî è â ïóíêòå 1):

f(z) = u(x, y) + i(− sinx · sh y);

∂u

∂x
=
∂v

∂y
⇔ ∂u

∂x
= − sinx · ch y;

∂u

∂y
= −∂v

∂x
⇔ ∂u

∂y
= cosx · sh y.

Òîãäà u(x, y) =
∫

(− sinx · ch y)dx+ ϕ(y) = cos x · ch y + ϕ(y).

Äëÿ
∂u

∂y
èìååì:

∂u

∂y
= cosx · sh y = cosx · sh y + ϕ′(y) ⇒

⇒ cosx · sh y = cosx · sh y + ϕ′(y)⇒ ϕ′(y) = 0⇒ ϕ(y) = const = C.

Îêîí÷àòåëüíî: u(x, y) = cos x · ch y + C.
Òîãäà

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = cos x · ch y + C + i(− sinx · sh y) =

= cosx · cos iy − sinx · sin iy + C =

= cos(x+ iy) + C = cos z + C ⇒ f(z) = cos z + C.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = −1 f(z) = cos z + C.
f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò: 1) a = 1, f(z) = − cos z + C; 2) a = −1, f(z) = cos z + C.

Çàäà÷à 4. Äàíû ôóíêöèÿ f(z) è ìíîæåñòâî E.
1) Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî E íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
2) Íàéòè îáðàç E ′ = f(E) ìíîæåñòâà E ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z)

(îïèñàòü ìíîæåñòâî E ′ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ), èçîáðàçèòü åãî íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

N f(z) E

1 (
√

3 + i)z2 + 1 + 5i 1/2 < |z| < 1, 0 6 arg z < π/4

2 (2− 2i)z3 + 2− i 1 < |z|, π/4 < arg z 6 3π/4
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N f(z) E

3 ez + i− 1 0 < Re z 6 2, −π/6 < Im z 6 π/6

4 ln z + 1− i 1 6 |z| < 2, −π/6 6 arg z < π/6

5 (−
√

3− i)z2 − 1− 5i 1 6 |z| < 2, −π/4 < arg z 6 0

6 2ez + 3− 2i Re z < 0, π/3 6 Im z < 2π/3

7 e2zi+iπ/4 + 3i −π/4 < Re z 6 π/2, 0 < Im z

8 ln (iz)− 1 + 5i 2 6 |z| < 3, 0 6 arg z < π/4

9 (−2 + 2i)z3 − 2 + i 2 < |z| 6 3, −3π/4 < arg z 6 −π/4
10 ez+iπ/3 + 2− 4i 1 6 Re z < 3, −π/4 < Im z 6 π/3

11 ln (2z)− 3 + 2i |z| < 1, −π/4 6 arg z < π/3

12 ln (−z)− 2 + 3i 1 6 |z| < 3, −π/2 6 arg z < −π/4
13 (

√
3− i)z2 − 3i 2 < |z| 6 5, π/6 6 arg z < π/3

14 eiz+iπ/8 + 1 + 2i 0 6 Re z 6 π/4, Im z < 1

15 ln (3z)− 1− 6i 1 6 |z|, π/4 < arg z 6 2π/3

16 (−1− i)z3 + 6− i |z| < 2, π/4 6 arg z 6 π/2

17 e−z+i3π/2 − 2− 3i 0 < Re z 6 1, π/6 6 Im z < π/3

18 (1 + i) ln z − 2 1 < |z| 6 3, 0 < arg z 6 π/6

19 (−
√

3 + i)z3 − 2i 1 6 |z| 6 3, π/2 < arg z < 2π/3

20 e3iz−iπ/4 − i 0 < Re z 6 π/6, 2 < Im z

21 (1− i) ln (2z) + i 2 6 |z| < 3, π/3 < arg z 6 π/2

22 (1− i)z4 − 2 + 3i 1 < |z|, 2π/3 6 arg z 6 π

23 e2z+iπ/2 + 1 + 3i 1 6 Re z < 2, 3π/4 6 Im z < π

24 i ln (3z)− 2− 3i 2 6 |z|, π/6 < arg z 6 π/4

25 (2− 2i)z2 + 5− i |z| 6 3, π/6 6 arg z < π/2

26 e−2iz+iπ/4 − 1− 3i π/3 6 Re z 6 π/2, 2 < Im z

27 −i ln (iz) + 1 1 < |z| 6 2, −π/4 6 arg z < −π/6
28 (1 + i)z4 − 3 + 2i |z| < 1, −π/6 6 arg z < 0

29 e−iz−iπ/2 + 5i 0 < Re z 6 π/3, Im z 6 2

30 2 ln (3iz)− 2 + 4i 2 6 |z| < 4, −π/3 < arg z 6 −π/6

Çàäà÷à 5. Äàíà ôóíêöèÿ f(z) è äàíî ÷èñëî z0.
1) Íàéòè âñå âîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà (ðÿä

Òåéëîðà) ïî ñòåïåíÿì z−z0. Óêàçàòü îáëàñòè, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû
ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ.
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2) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà z0 èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé
ôóíêöèè f(z). Åñëè äà, òî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â
ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z0

è íàéòè âû÷åò ôóíêöèè f(z) â ýòîé òî÷êå.
3) Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z = ∞, îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = ∞ è íàéòè âû÷åò
ôóíêöèè f(z) â ýòîé òî÷êå.

N f(z) z0 N f(z) z0

1 z − 1
z(z + 1)

−1 2 z2 + 2z − 4
z2(z − 2)

−2

3 2z2 − 5z + 4
z(z − 2)2 2 4 z + 1

z(z − 1)
−3− 2i

5 z + 2
z2 − 1

1 6 z
(z + 2)(z + 3)

2

7 3z − 1
z2 − 2z − 3

−1 8 z
z2 + 4

0

9 2z2 − z + 1
z3 − z 1 10 2z − 3

z2 − 3z + 2
0

11 2z2 + z + 2
z2(z + 2)

−2 12 z3 + 3z2 + 2z + 1
z2(z + 1)2 −1

13 2z2 − 3z + 2
(z − 1)2z

1 14 3z2 − 1
z(z2 − 1)

1

15 z2 − 3z + 5
(z + 1)(z − 2)2 2 16 1

z2 − 7z + 12
3

17 z2 + z + 1
z3 + z

0 18 2
z2 − 4z + 3

−1

19 2z2 + z + 3
z2(z + 3)

−3 20 z2 + z − 1
z2(z − 1)

−1

21 2z2 + 5z + 4
z2(z + 4)

0 22 1
z2 − 5z + 6

0

23 3z2 − 1
z2(z − 1)

0 24 2z2 + 4z + 1
z(z + 1)2 −1

25 9− 2z
z(3− z)2 3 26 z + 3

z2 − 1
−2− 2i

27 z2

z2 + 9
0 28 2z

z2 + 4
−3 + 2i

29 z − 1
z2 + 2z

−2− 3i 30 z − 2
z2 − 2z − 3

2− 2i
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Çàäà÷à 6. Äàíà ôóíêöèÿ f(z) è äàíî ÷èñëî z0.
1) Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z − z0.
2) Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà, îïðåäåëèòü òèï

îñîáîé òî÷êè z0 è íàéòè âû÷åò ôóíêöèè f(z) â ýòîé òî÷êå.
3) Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà, îïðåäåëèòü òèï

îñîáîé òî÷êè z =∞ è íàéòè âû÷åò ôóíêöèè f(z) â ýòîé òî÷êå.

N f(z) z0 N f(z) z0

1 z cos
1

z − 2
2 2 sin

z

z − 1
1

3 zez/(z−5) 5 4 sin
2z − 1

z + 2
−2

5 cos
3z

z − i
i 6 sin

5z

z − 2i
2i

7 sin
3z − i
3z + i

− i
3

8 z cos
3z

z − 1
1

9 z sin
z

z − 1
1 10 (z − 3) cos

π(z − 3)

z
0

11 z2 sin
π(z + 1)

z
0 12 z cos

z

z + 2i
−2i

13 cos
z2 − 4z

(z − 2)2
2 14 sin

z + i

z − i
i

15 sin
z

z − 3
3 16 ze1/(z−2) 2

17 ez/(z−3) 3 18 sin
2z

z − 4
4

19 sin
z2 − 4z

(z − 2)2
2 20 e(4z−2z2)/((z−1)2) 1

21 zeπ/(z−a) a 22 zeπz/(z−π) π

23 z sin
π(z + 2)

z
0 24 z cos

π(z + 3)

z − 1
1

25 z2 sin
z + 3

z
0 26 z sin

z2 − 2z

(z − 1)2
1

27 z cos
z

z − 3
3 28 z sin

π(z − 1)

z − 2
2

29
sin2 z

z
0 30

sin2 (2/z)

z
0

31 zez/(z−i) i
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Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. f(z) = zez/(z−i), z0 = i.

1) Ôóíêöèÿ f(z) = zez/(z−i) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ìíîæèòåëåé. Ðàçëîæèì êàæäûé ìíîæèòåëü â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì

(z − i): z = i + (z − i), ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî íà âñåé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè;

ez/(z−i) = e1+ i
z−i = (â îáëàñòè 0 <| z − i |<∞) =

= e ·
(

1 + i
z−i +

(
i
z−i

)2
· 1

2! + . . .+
(

i
z−i

)n
· 1
n! + . . .

)
.

Òîãäà

f(z) = e(z − i) + 2ei+
∞∑
n=1

e · in+1
(

1
n! + 1

(n+1)!

)
(z − i)n

,

ïðè÷åì ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè 0 <| z − i |<∞.

2) Òàê êàê ðÿä ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè, òî z0 = i � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.

Âû÷åò ðàâåí êîýôôèöèåíòó ïðè (z − z0)
−1:

res
z=i

f(z) = e · (−1)
(

1
1 + 1

2

)
= −3e

2
.

3) z0 = i � åäèíñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà

ôóíêöèè. Ïîýòîìó

res
z=∞

f(z) = − res
z=i

f(z) =
3e

2
.

Òàê ðÿä Ëîðàíà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè ñòåïåíÿìè (1 ñëàãàåìîå), òî z =∞ � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îòâåò: 1) f(z) = e(z − i) + 2ei+
∞∑
n=1

e · in+1
(

1
n! + 1

(n+1)!

)
(z − i)n

;

2) z = i � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; res
z=i

f(z) = −3e

2
;

3) z =∞ � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà; res
z=∞

f(z) =
3e

2
.
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Çàäà÷à 7. Íàéòè èíòåãðàë
∫
Γ

f(z) dz ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ. Êðèâàÿ Γ

îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

N f(z) Γ N f(z) Γ

1
z2 + 1

(2z + 3)z2
|z + 1| = 2 2

sin z

z2(z + 4)2
|z + 2| = 3

3
sh z

(z2+4)(z2−9)
|z−3−4i|=5 4

1

z4 + 1
|z − 1| = 1

5
z(z + 1)2

sin2 (2πz)
|z−1/5|=1/4 6

1

(z−1)2(z2+1)
|z−1−i|=2

7
cos z

z3 − z2 − 2z
|z − i| = 2 8

(z2 + 9)2

ch z
|z + 3i| = 3

9
tg z

z(z − π/4)2
|z−1−i|=

√
3 10

ez − 1

z(z2+2z+5)2
|z − i| = 2

11
ez

z4 + 8z2 − 9
|z−1−2i|=5/2 12

sin (2z)

z2(z2 + 4)
|z − 2i| = 3

13
sin z

z2(z − 2)2
|z−2−2i|=3 14

z

(z2−1)(z−2)2
|z−2|=3/2

15
z3

z4 − 1
|z+1−i|=

√
2 16

1− e4z

z(z2 − 16)
|z + 2| = 3

17
cos z

z2(z + 1)
|z+1−i|=5/4 18

sh z

z(z2 + 2z + 5)
|z + i| = 2

19
ez

z(z−1)2(z−4)
|z−1−i|=2 20

z(sin z + 2)

sin z(z − 1)2
|z−3/2|=2

21
z + 1

z(z−1)2(z−3)
|z−2−i|=2 22

ez

z2(z − πi)
|z| = 4

23
sin3 (z + 2)

(z+2)2(z−3)2
|z + 1| = 5 24

ez − 1

z3(z − 2)
|z − 2| = 3

25
z − sin z

z3 sin (πz)
|z| = 3/2 26

cos (z+2)−1

(z+2)2(z−3)2
|z−1−i|=3

27
ez − 1

(z2 − 1)2z
|z − 2| = 5/2 28

sin (3z)

z(z2 − 4)2
|z − 1| = 2

29
1− cos (2z)

z3(z2 + 1)
|z − i| = 3/2 30

ez − 1

z(z2 + 9)2
|z − 2| = 3

31
sin 2z

2z2(z − 4)2
|z − 2| = 3
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Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. Ïóñòü

I =

∫
Γ

sin 2z

2z2(z − 4)2
dz, ãäå Γ : |z − 2| = 3.

Íàðèñóåì êîíòóð Ã è íàéäåì îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z).

Γ : |z− 2| = 3 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R = 3 ñ öåíòðîì â òî÷êå (2, 0).

Îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z):

z = 0 � ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà, íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíòóðà Γ;

z = 4 = 4 + i · 0 � ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà.

Òîãäà

I =

∫
Γ

sin 2z

2z2(z − 4)2
dz = 2πi(res

z=0
f(z) + res

z=4
f(z)).

Èìååì:

res
z=0

f(z) = lim
z→0

sin 2z

2z2(z − 4)2
· z = lim

z→0

2 · z · z
2z2(z − 4)2

=
1

(0− 4)2
=

1

16
;

res
z=4

f(z) =
1

1!
lim
z→4

[
sin 2z

2z2(z − 4)2
· (z − 4)2

]′
=

= lim
z→4

[
sin 2z

2z2

]′
= lim

z→4

2 cos 2z · 2z2 − 4z · sin 2z

2z4
=

=
2 cos 8 · 2 · 16− 4 · 4 · sin 8

4 · 44
=

4 cos 8− sin 8

43
=

cos 8

16
− sin 8

64
.

Îêîí÷àòåëüíî:

I =

∫
Γ

sin 2z

2z2(z − 4)2
dz = 2πi

(
1

16
+

cos 8

16
− sin 8

64

)
⇒

⇒ I = πi

(
1

8
+

cos 8

8
− sin 8

32

)
⇒

⇒ I = i
π

32
(4 + 4 cos 8− sin 8) .

Îòâåò: I = i
π

32
(4 + 4 cos 8− sin 8).
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Çàäà÷à 8. Íàéòè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñ ïîìîùüþ âû-

÷åòîâ.

N f(x) a b N f(x) a b

1 x2

(x2+1)(x2+9)
0 +∞ 2

(x− 3)eix

x2 − 6x+ 45
−∞ +∞

3 eix

x2 − 2ix− 2
−∞ +∞ 4

(x+ 1) cos 3x
x2 + 4x+ 104

−∞ +∞

5
(x+ 1) sin 2x
x2 + 2x+ 2

−∞ +∞ 6 x2 − x+ 2
x4 + 10x2 + 9

−∞ +∞

7
(x− 1) cosx
x2 − 4x+ 5

−∞ +∞ 8 x2 + 2
x4−2ix(x2+1)−1

−∞ +∞

9 x2 + 1
x4 + 1

0 +∞ 10 x3 sinx
x4 + 5x2 + 4

−∞ +∞

11 1
x4−(4ix+5)2 −∞ +∞ 12 x sinx

x2 + 2x+ 10
−∞ +∞

13 1
(x2 + 1)3 0 +∞ 14 x2 + 2

(x2−2ix−5)(x2+4)
−∞ +∞

15 x cosx
x2 − 2x+ 10

−∞ +∞ 6 x2

(x2 + 4)3 0 +∞

17
(x3 + 5x) sinx
x4+10x2+9

−∞ +∞ 18 x+ 5
(x2 − 4ix− 13)3 −∞ +∞

19 eix

(x2+4ix−5)3 −∞ +∞ 20 x2

x4−4ix(x2+4)−16
−∞ +∞

21 x sinx
x2 + 9

0 +∞ 22 cosx
x2 + 4

0 +∞

23 x4 + 1
x6 + 1

−∞ +∞ 24 x sinx
(x2 + 1)2 0 +∞

25 x2

x4−(2ix+3)2 −∞ +∞ 26
(x− 1)eix

x2 − 2x+ 2
−∞ +∞

27 2x2 + 13x
x4+13x2+36

−∞ +∞ 28
(x− 3)eix

x2 − 6x+ 409
−∞ +∞

29 cosx
(x2 + 1)3 0 +∞ 30

(x3 − 2) cos(x/2)
(x2 + 2)(x2 + 9)

−∞ +∞
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Çàäà÷à 9. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðóøå, íàéòè ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè

F (z) â îáëàñòè D (êàæäûé íóëü ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàò-

íîñòü).

N F (z) D

1 z5 − 5z2 + 2z + 1 1 < |z| < 2

2 z6 − 7z5 + 3z3 − z − 1 1 < |z| < 2

3 z4 − 5z3 − z2 − 1 1/2 < |z| < 1

4 2z5 − 3z3 + 2z2 − 5 1/2 < |z| < 2

5 3z4 + 2z3 − z2 − z + 3 1/2 < |z| < 2

6 2z3 − 7z2 + 3z + 1 1 < |z| < 4

7 2z5 − 8z4 + z3 + 2z2 + z − 1 1 < |z| < 2

8 z5 − 4z3 − 10z2 + 3 1 < |z| < 3

9 3z6 − 4z4 + 5z2 − 15z − 1 1 < |z| < 2

10 2z4 + 4z3 − 17z2 + 3z − 7 1 < |z| < 5

11 5z5 + 4z4 − 3z3 − 2z2 − 17 1 < |z| < 2

12 z8 − 3z5 + 2z2 − 12z − 3 1 < |z| < 2

13 5z4 + 2z3 − 13z2 + 4z + 1 1 < |z| < 2

14 2z4 + 3z3 − z2 + 11z − 1 1/2 < |z| < 3

15 2z5 − 5z4 + 5z − 1 2 < |z| < 3

16 z6 − 10z3 + 2z2 + 3z − 1 2 < |z| < 3

17 z7 − 5z5 + 2z4 + 1 1 < |z| < 3

18 3z7 + z6 − 9z4 + 2z2 − 2 1 < |z| < 2

19 10z4 − z3 + 4z2 − z − 3 1/2 < |z| < 1

20 2z3 − 3z2 − 7z − 1 1 < |z| < 3

21 z5 + 2z4 − z3 − 3z2 + 13z − 5 1 < |z| < 4

22 z5 − 2z2 + 5z + 1 1 < |z| < 2

23 z4 − 6z3 + z2 − 10z + 1 1 < |z| < 2

24 z3 − 17z2 + 25z − 5 1 < |z| < 2

25 4z3 + 10z2 − 3z + 1 2 < |z| < 3

26 3z3 + 9z2 − 5z − 1 2 < |z| < 4

27 2z4 − z3 + 6z2 − z − 1 1/4 < |z| < 1

28 z6 − 5z3 + z2 + 1 1/2 < |z| < 1

29 z3 − 2z − 5 1 < |z| < 3

30 z8 + 5z7 − z4 + 2 4 < |z| < 6
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Çàäà÷à 10. Â âàðèàíòàõ 1, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 17, 20, 21, 24, 25,

28 ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ íàéòè îðèãèíàë f(t) èçîáðàæåíèÿ F (p). Ñäåëàòü

ïðîâåðêó (íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè f(t), èñïîëüçóÿ òàáëèöó ñòàí-

äàðòíûõ èçîáðàæåíèé è ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, è óáåäèòüñÿ,

÷òî îíî ðàâíî F (p)).

Â âàðèàíòàõ 2, 6, 10, 15, 18, 22, 26, 29 ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ íàéòè

êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fc(ω) ôóíêöèè f(x). Ïðåäñòàâèòü ôóíê-

öèþ f(x) èíòåãðàëîì Ôóðüå.

Â âàðèàíòàõ 3, 7, 11, 14, 19, 23, 27, 30 ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ íàéòè ñèíóñ-

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fs(ω) ôóíêöèè f(x). Ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f(x)

èíòåãðàëîì Ôóðüå.

N F (p) N f(x) N f(x) N F (p)

1
p

p3 + 1
2 1

(1 + x2)3 3 x3

1 + x6 4
p

p2 − 2p+ 5

5
p

(p2 + 4)2 6 1
(1 + x2)2 7 x

(1 + x2)2 8 1
p3 + 2p2 + p

9 1
(p3 − 8)2 10 x2

(1 + x2)2 11 x
(1+x2)(9+x2)

12
p

(p−1)3(p+2)2

13
p

p4 − 1
14 x3

(1 + x2)3 15 1
(1+x2)(4+x2)

16
p− 1

(p2+1)(p+1)

17
p

p4 + 1
18 1

1 + x4 19 x
1 + x4 20

p− 3
(p2 + 2p+ 5)

21 1
(p+ 1)3 22 x2

1 + x4 23 x3

1 + x4 24
4− p− p2

p3 − p2

25
p2

p6 − 1
26 x2

1 + x6 27 x
1 + x6

28 1
p(p− 1)3 29 1

1 + x2 30 x
1 + x2
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Çàäà÷à 11. Íàéòè èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãàììà- è áåòà-ôóíêöèé.

N Èíòåãðàë N Èíòåãðàë

1

+∞∫
0

x7

(x3 + 1)3
dx 2

π/2∫
0

cos10 x dx

3

2∫
−2

x2 4
√

16− x4 dx 4

+∞∫
−∞

x4 e−2x2 dx

5

1∫
0

dx
6
√

1− x6
6

+∞∫
1

ln3 x

x6
dx

7

+∞∫
0

4
√
x

(x+ 3)2
dx 8

π/6∫
0

√
tg 3x dx

9

1∫
0

6

√
x(1− x)5 dx 10

+∞∫
0

√
x e−x

3

dx

11

2∫
0

3

√
x

2− x
dx 12

2∫
0

ln3 (x/2)√
x

dx

13

+∞∫
−∞

x6

(x6 + 1)2
dx 14

π/2∫
−π/2

3

√
sin8 x

cos2 x
dx

15

4∫
0

x
3
√

64− x3 dx 16

+∞∫
0

x8 e−2x dx

17

1∫
−1

dx
4
√

1− x4
18

+∞∫
1

√
lnx

x3
dx

19

+∞∫
0

3
√
x

(x+ 4)3
dx 20

2π∫
−2π

sin12 x

4
dx

21

1∫
0

4

√
x3 (1− x) dx 22

+∞∫
0

√
x3 e−x

5

dx
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23

5∫
0

6

√
x

5− x
dx 24

1/5∫
0

√
− x

ln 5x
dx

25

+∞∫
0

x8

(x4 + 1)3
dx 26

π/2∫
0

3
√

ctg x dx

27

√
5∫

−
√

5

x4
√

125− x6 dx 28

+∞∫
−∞

x4 e−2x2 dx

29

1∫
0

dx
3
√

1− x3
dx 30

+∞∫
1

(
lnx

x

)3

dx

31

+∞∫
−∞

x10

(x6 + 8)3
dx 32

π∫
0

√
sin3 x cos2

x

2
dx

Îñíîâíûå ôîðìóëû:

Γ(a) =

+∞∫
0

xa−1e−x dx (a > 0); (1)

Γ(a+ 1) = aΓ(a) (a > 0); (2)

Γ(1) = 1, Γ(2) = 1, Γ
( 1

2

)
=
√
π; (3)

Γ(n) = (n− 1)! (n ∈ N); (4)

Γ(a) Γ(1− a) =
π

sin πa
(0 < a < 1); (5)

B(a, b) =

1∫
0

xa−1(1− x)b−1 dx (a > 0, b > 0); (6)

B(a, b) =

+∞∫
0

xa−1

(x+ 1)a+b
dx (a > 0, b > 0); (7)

B(a, b) =
Γ(a) Γ(b)

Γ(a+ b)
(a > 0, b > 0). (8)
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Ðåøåíèå âàðèàíòà 31. I =

+∞∫
−∞

x10

(x6 + 8)3
dx.

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òî

I = 2

+∞∫
0

x10

(x6 + 8)3
dx.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t =
x6

8
. Òîãäà x =

6
√

8t =
√

2 · t1/6,

dx =
√

2 · 1
6
· t−5/6 dt.

Èìååì:

I = 2

+∞∫
0

25 · t5/3

(8t+ 8)3
·
√

2·1
6
·t−5/6 dt =

1

24
√

2

+∞∫
0

t5/6

(t+ 1)3
dt =

1

24
√

2
·B
(11

6
,

7

6

)
.

Ïîñêîëüêó

B
(11

6
,

7

6

)
=

Γ
(11

6

)
Γ
(7

6

)
Γ(3)

=

5

6
· Γ
(5

6

)
· 1

6
· Γ
(1

6

)
2

=

=
5

72
· Γ
(5

6

)
Γ
(1

6

)
=

5

72
· π

sin(π/6)
=

5π

36
,

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî I =
1

24
√

2
· 5π

36
=

5π

864
√

2
.

Îòâåò: I =
5π

864
√

2
.

Ðåøåíèå âàðèàíòà 32. I =

π∫
0

√
sin3 x cos2

x

2
dx.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I =

π∫
0

√
sin3 x cos2

x

2
dx =

π∫
0

√(
2 sin

x

2
cos

x

2

)3

cos2
x

2
dx =

= 4
√

2

π∫
0

√
sin3 x

2
cos5

x

2
d
(x

2

)
=
[
t =

x

2

]
= 4
√

2

π/2∫
0

√
sin3 t cos5 t dt.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé u = sin2 t. Òîãäà t = arcsin
√
u, dt =

du√
1− u · 2

√
u
.

Èìååì:

I = 4
√

2

1∫
0

u3/4(1− u)5/4 · du√
1− u · 2

√
u

=

= 2
√

2

1∫
0

u1/4(1− u)3/4 du = 2
√

2 ·B
(5

4
,

7

4

)
.

Ïîñêîëüêó

B
(5

4
,

7

4

)
=

Γ
(5

4

)
Γ
(7

4

)
Γ(3)

=

1

4
· Γ
(1

4

)
· 3

4
· Γ
(3

4

)
2

=

=
3

32
· Γ
(1

4

)
Γ
(3

4

)
=

3

32
· π

sin(π/4)
=

3π

16
√

2
,

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî I = 2
√

2 · 3π

16
√

2
=

3π

8
.

Îòâåò: I =
3π

8
.
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ÂÎÏÐÎÑÛ Ê ÝÊÇÀÌÅÍÓ

1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è äåéñòâèÿ íàä íèìè. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è

ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êîðíè n-é ñòåïåíè èç êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà.

2. Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî. Óñëîâèÿ Êîøè � Ðèìàíà.

3. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Åå ðåãóëÿðíîñòü

(àíàëèòè÷íîñòü). Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îíà îñóùåñòâëÿåò.

4. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Åå ðåãóëÿðíîñòü

(àíàëèòè÷íîñòü). Îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îíà îñó-

ùåñòâëÿåò.

5. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Åå ðåãóëÿð-

íîñòü (àíàëèòè÷íîñòü). Ïåðèîä. Îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè. Îòîáðàæåíèå,

êîòîðîå îíà îñóùåñòâëÿåò.

6. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåííîãî. Èõ ðåãóëÿðíîñòü (àíàëèòè÷íîñòü). Ïåðèîäû.

7. Ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ðåãóëÿðíîñòü (àíàëèòè÷-

íîñòü). Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå îí îñóùåñòâëÿåò.

8. Îáùàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ðåãóëÿð-

íîñòü (àíàëèòè÷íîñòü). Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå îíà îñó-

ùåñòâëÿåò.

9. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Èõ ñâÿçü ñ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

10. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé ðåãóëÿð-

íîé (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè. Ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.

11. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,

åãî ñâÿçü ñ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè. Îñíîâíûå ñâîéñòâà.

12. Èíòåãðàë îò ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè, åãî íåçàâèñè-

ìîñòü îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà.

13. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé è ìíîãîñâÿçíîé îá-

ëàñòåé.

14. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷åñêîé)
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ôóíêöèè.

15. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èí-

òåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷å-

ñêîé) ôóíêöèè.

16. Ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ.

17. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå, â ðÿä Ëîðàíà.

Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ.

18. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ðåãóëÿðíîé (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíê-

öèè è èõ êëàññèôèêàöèÿ. Ïðèìåðû.

19. Óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Ðÿä Ëîðàíà è ïîâåäåíèå ôóíêöèè â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
20. Ïîëþñ n-ãî ïîðÿäêà. Ðÿä Ëîðàíà è ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñò-

íîñòè ýòîé òî÷êè.
21. Ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. Ðÿä Ëîðàíà è ïîâåäåíèå ôóíêöèè â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
22. Íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïîðÿäîê íóëÿ. Ñâÿçü ìåæäó íóëåì

è ïîëþñîì.
23. Âû÷åò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â òî÷êå. Åãî ñâÿçü ñ ðÿäîì Ëîðàíà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ.
24. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ â ïðîñòîì è êðàòíîì ïîëþñå.
25. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Ðÿä

Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé â
áåñêîíå÷íîñòè.

26. Âû÷åò â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Åãî ñâÿçü ñ ðÿäîì Ëîðàíà.
Âòîðàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ.

27. Ïðèëîæåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ ïî âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

28. Ëåììà Æîðäàíà. Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âèäà
+∞∫
−∞

eiαxf(x) dx.

29. Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò. Ñâÿçü ÷èñëà íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè
âíóòðè çàìêíóòîãî êîíòóðà ñ èíòåãðàëîì ïî ýòîìó êîíòóðó.

30. Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Òåîðåìà Ðóøå.
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31. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Íåïðåðûâíîñòü ïî ïàðàìåò-
ðó.

32. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó.

33. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Îïðåäåëåíèå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

34. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðà-
ìåòðó. Ïðèìåðû.

35. Èíòåãðèðîâàíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.
Ïðèìåðû.

36. Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ïðè-
ìåðû.

37. Ãàììà-ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà: ôîðìóëà ïîíèæåíèÿ, ñâÿçü ñ ôàê-
òîðèàëîì, ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ.

38. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãàììà-ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Åå çíà÷åíèÿ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Ñâîéñòâà Γ(z).

39. Áåòà-ôóíêöèÿ. Åå ñâÿçü ñ ãàììà-ôóíêöèåé. Ïðèìåíåíèå ê âû÷èñ-
ëåíèþ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåð.

40. Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Åãî àíàëèòè÷íîñòü.
41. Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Åãî îáðàùåíèÿ ñ ïîìîùüþ

âû÷åòîâ.
42. Ñòåïåííûå ðÿäû. Òåîðåìà Àáåëÿ.
43. Ðàäèóñ è êðóã ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Âû÷èñëåíèå ðàäèóñà

ñõîäèìîñòè.
44. Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íåïðåðûâ-

íîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè, èíòåãðèðóåìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â çàäàí-
íîé îáëàñòè.

45. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è åãî ñâîéñòâà.
46. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå: âåùåñòâåííàÿ è êîìïëåêñíàÿ

ôîðìû çàïèñè, ðÿäû Ôóðüå äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé, ðàçëîæå-
íèå ôóíêöèé íà ïîëóïåðèîäå â ðÿäû ïî ñèíóñàì è ïî êîñèíóñàì.

47. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå: ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè è ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè, òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

48. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå.


